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TENSORES 


1. Transformación de componentes debido a un giro de ejes cartesianos: 





La matriz de cambio R se define como: 


C11 Cai  C31 
qa — COS CXás 
LA 8 Cia Ea  Ca9 £ E] AE E 


C13 3. 033 





Z 
siendo los términos de la matriz los cosenos directores de los ejes des sistema 
nuevo respecto de los del antiguo, es decir, los vectores del sistema nuevo 
expresados en función de los antiguos y dispuestos en columnas. 


2. Invariantes: 
- Invariante lineal o traza del tensor. 


Il, =Tr(9) = 0: +0,+0:¿=0¡ + 01, +0117 


- Invariante cuadrático: 


2 - 
L) = OxO y + 0707 + yz — Try Tae Waz 


- Invariante cúbico: 
Íz = det(a) 


3. Tensiones y direcciones principales: 


Denominamos direcciones principales a las direcciones de los vectores normales de los 
planos cuyas tensiones no tienen componente tangencial. A las tensiones correspondiente a 
las direcciones principales las denominamos tensiones principales. 


- Tensiones principales: son los autovalores A del tensor, soluciones de: 


la — AI] =0 
(Ty, =A ) Oya zx 
Ozxy ( Oy — A ) O zy =U 
Ozxz Ozxz (0; o A) 





- Direcciones principales: son los autovectores del tensor. Soluciones de: 


(7 — AL) €; = 0 
A) 0 [Y PO 
Ozxy (Ty = Ai) O zy May 0 
ed Ty (02 — Ai) n 0 


2 2 2 
Nq En +n=1 
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4. Representación gráfica de Mohr (3D) 


3 2 
) OTI + OI TIT OTI 2 
Jay A = SY => j lorip—ojp)lo]—orf) 


le 


2 2 
2 OI + OTI OT —= GI 9 | 
PROS > e a HF] (01 —011)(011—0111) 


5 a 
O 
OTI+O : a O A 
' TT [ 11 OT ( Y | 
24 o 1) o (A) ny (o 0111 (011101) 



















T 
XA 
Ni = 0080 
Uña = COsÓ 
| Mg = COS" 
0] 
' io 
O 


A an 
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COORDENADAS CARTESIANAS 1 


1. Tensor de tensiones: 





En notación indicial: qe 


E= Gi Componentes positivas 





2. Vector tensión asociado a un plano con vector normal n: 


— 


Í = a A li = 0 ij Ns 


El vector normal al plano ha de ser unitario. 2 + ni di] 
La formación del vector normal a partir de los cosenos direcitores garantiza que el vector es 
unitario. 


3. Componentes intrínsecas del vector tensión: 
Son independientes del sistema de referencia 


dd = És n= t,n, + ¿Ny + t¿N> = Cr ad + Oy ne + Ts n +2 Tay Na Ny + Za Tyz Ny N2 + ¿Tr Ma Me 
Pe 
7 = y |£]? a? 
4. Teorema del momento lineal 


diva + pb = pa (Ecuación válida para cualquier sistema de referencia) 


- La divergencia de un tensor es un vector. 

- E = pb es el vector de fuerzas por unidad de volumen que actúan sobre el cuerpo. b es el vector 
de fuerzas por unidad de masa (también denominadas fuerzas a distancia o de cuerpo -body-), p es 
la densidad. 

- pa es el vector de fuerzas efectivas por unidad de volumen, a es la aceleración. 


00; e) Tyx 3 Ter A 

Ox Oy 7, Ñ X2 

OTey , 00y , OTzy 
Ox Oy Oz 

OTaz OT, z 


pt 
- — M.. 
Ox Oy Oz id 











En notación indicial: dx, 
A 
004: 
—= + Ob; = Pas 
7 
A3 
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Ecuaciones de equilibrio interno: 
En el caso de que el cuerpo esté en equilibrio (a = 0) quedan las siguientes ecuaciones que se 
denominan de equilibrio interno: 


div a + pb=0 


5. Ecuaciones de equilibrio en el contorno: 





f son las fuerzas de contorno o de contacto. Son fuerzas por unidad de superficie. 
La resultante de las fuerzas actuando sobre una superficie puede calcularse a partir de las 
fuerzas de contorno como: 





El momento en un punto 0, normalmente O es el centroide de la sección, debidos a las 
fuerzas por unidad de superficie en el contorno pueden obtenerse en coordenadas 
cartesianas como: 


poda fla JA 





Mo - j dMo —= Ma.0i+ My.oj + M-.ok 
ZA 





Los momentos áxicos se pueden obtener proyectando o a partir de las componentes del 
momento en el punto. También con las expresiones en función de las componentes del 
tensor que aparecen más abajo. 






X 





Plano eje X 





Plano eje Y 


Mo = / Aaa Yy — Tey 2)dA M.. = — j Ty 2dA M.. / O. ydA 
JA ¿A : LA 


My = / Ty 20.A My = ] (Ty 2 — Tyz T)dA M — / ad, IdA 
yA JA PU 


JA 
M, = — ] Ty yd A M, = / N Ty TA de / (T:y Y — Tzr Y)dA 
A es ¿A 
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6. Deformaciones: 


Desplazamientos 


U = Us + Uy] + UK 


Tensor de deformaciones: parte simétrica del gradiente del vector desplazamiento 



































£ = grad” (u) 
Ou, 1 (Ou 008, 1/0u, Qu: 
Ox 2 (5 y so) 2 e 5) 
Ex  €xy €zz 1 Qu du, QUy 1 fé du, y du. 
ae a a ) a Oy ) Oy 2 Oz J Oy 
¡o lO. . Uy 1/du. Ou, du, 
2 "a 2 (5 “a DE 


XA 





O ye 


Deformación longitudinal unitaria y semivariación angular en una dirección cualquiera 
(componentes intrínsecas): 


an A _- Sa e == 2 - al A . ] A ] . A E > 
En = le -1)-N=E2N, +€ y My TE2N¿T 2 Egy Ma Ny + 2Eyz My Mz + ¿Ez Mg Mz 
' — E E 
24 V le E: [2 —En 
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Obtención de desplazamientos a partir del tensor deformación: 
La solución complementaria (traslación y rotación como sólido rígido) se puede escribir como: 


Uy* = UyO— P2tTx 
U¿* —= UzO— GE +py 


Ecuaciones para conocer las componentes del tensor de giros en función del de deformaciones: 


00; a De ee DE jk 


É IX y é II; Ox; 











Desplazamientos en función de componentes del tensor de giro y de deformaciones: 


Du, 


5 = ij + a 
Ox; 


Deformación volumétrica: 


En =Tr(€) = € + €y + €z 


Ecuaciones de compatibilidad: 


2 22 2 
dy? — Ox? Ox Oy 






























































A 

02 * Jal 0102 

Dey  OóEz o Fey 

02" 9y “Oydz 

Re, o 0 DExy D€rz DEyz 

OyOz dx Oz Oy dx 
Oy 0 Otyz  O€gy Om: 

Ox0z Oy 01 02 Oy! 
Oe z e) (az O yz DExy ] 
Ox0Oy 02 Oy Jl da 02” 
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ELASTICIDAD 


Ley de Hooke generalizada (incluye deformación de origen térmico): 


Escrita en notación indicial con la delta de 


kronecker: 
-1 [0-7 — Pp Oy =P tall + aAT 
1+u. 1, ! | ! 


e vhs + e 


Toy 











AEy + 2G€g — l— Lp A 

Ey = TT(£) = Er + ty +€2 = Tr(z) 
Ay + 2G€y — 
AEy + 2G€, — vE 

A = 
| (1 +uv)(1 — 21) 
Gzy 
Módulo de 
a E compresibilidad K = 1/k 
3(1 — 21) 


Energía de deformación y densidad de energia de deformación: 


- Densidad de energía de deformación en función de las tensiones y deformaciones 
(unidades de energía / volumen): 
] ] 


_ 99 ij = y atz + OyEy + 02€ + Taylay + TyzVyz + Tio Yza) 





- Energía de deformación en función de las tensiones y deformaciones (unidades de 
energía): 
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OORDENADAS POLARES 


Elemento diferencial de superficie: 





dA = rdr d0 


ensor de tensiones: 

















X 
de Tr Tra 
= Or 70 > > 
En Ep 
ambio a cartesianas: 
0, = Oy (cos 0)? + op(sin 0)? — 7, y sin 20 
y = 0, (sin 0) + Og(cos 07 + 7,4 sin 20 
Tr — Of 
Try = Tya = —— sin 20 + 7,p cos 20 
eorema del momento lineal: 
doy  10T,44  0?—00 
- =-—— + ———- + pb, = Pay 
dr r 00 r pa 
Oro  1d0p9 27,4 
=—— + —=——7 + —— + plo = pas 
Or r 00 r PR 
Desplazamientos: 
U = Ur Ey + UYCA 
ensor de deformaciones: 
du, 1 /10u, mn Ou up 
Er  Erg Or 2Ar 08 Or y 
€ = =S A e 
- E0r  €8 1 /10u, 4 Jug UY Ur, | dup 
2Xr 00 Or E r r 00 
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OORDENADAS CILÍNDRICAS 7 
Elemento diferencial de volumen: 


dV =w"rdrd0 dz 


Elemento diferencial de área perpendicular a e, 


dA., =rd0 dz 





ensor de tensiones: 


Er Tra Trz 


d= TH Ta TOz 
Ter Tp Cz e 


Er Ep .Ez 
eorema del momento lineal: 
do, 1 07,0 Or ye Or — 08 
— + —_—— nn + pb, = Par 
dr r 00 Oz r a 


Orro 1009  Otgz . 27,0 
02 E ar + — + ba = pas 
Or r 060 Oz P 
+ Fa 


Tra 
— — 4 4 4 pd = pas 
Or r 00 Oz r ' f 








Desplazamientos: 


U = UC + UgCa + UL C 


ensor de deformaciones: 























du, l1/10u,. Ou un l /0u, Ou, 
: Sloan". Sl 
Or 2Ar 08 Or ro 2 A 08 Or 
ér de e Ñ ] ] du, ÉS Ju 10 Uy , 1 uy ] Ou m 1 du. 
dl o Me o 2Ar 00 Or r r r 00 21 02 r 00 
cs 1 [/0u, " du, 1 (Ou 4 | Ou, ¿qe 
21 02 Or 2 E r 00 Oz 


Matriz de cambio de coordenadas cilíndricas a cartesianas: 


ZHR Ki La 2 E, E cosO send 0 
[R|= |—seng  cos0 0 
0 0 1 


Academia AULA DE ESTRUCTURAS. Formación para la arquitectura y la ingeniería 


www.aulaestructuras.es - info(Maulaestructuras.es - Tfno. 673343439 


Pagina 10 


Tomado de Resistencia de Materiales para arquitectos e ingenieros. Ramón Gesto de Dios 


> FORMULARIO DE ELASTICIDAD Y RESISTENCIA DE MATERIALES v2.2.j 


OORDENADAS ESFÉRICAS 


Elemento diferencial de volumen 

dV = 1? sinó dr de dó 
Elemento diferencial de superficie 
perpendicular a r 


] A | 
dV = r? sino de do 


ensor de tensiones: 


Or Tró "ro 
q Tor 40 Top 
Tor  Tó To 


eorema del momento lineal: 














Nota: en el gráfico 
aparece y que en fórmulas 
se corresponde con r. Se 
hace esto para indicar que 
aunque se llame igual no 

y es la misma coordenada 
en cilindricas y esféricas. 


























| 

+ —(20, — 0 — 09 + Ty64C0t $) + pb, = Pay 
A | 
y o 

+ — (2749 cot d+ 37,9) + pbp = pas 


m (0 — 09) coto + 37,6] + pb¿ = Pay 


00 . LORA ll OTrg 
Or robó  rsinó 00 
OTrg 10750 Ll. doy 
Or r d0 rsing 00 I 
OTró ld l  OTsg 1 
Or róó  rsind 08 
Desplazamientos: 
Ú = UE + up Cp + Ub Es 


ensor de deformaciones: 


| 
És 





E 
Cor 


E or 


l du, 


rsino 00 


ll 


1 Ou, 
r 00 








Ou, 


E TO 

Ed | = 
Es 

Ddup uy 
Or p 


O UU 1) 


+ Ue 
Or r 


























l Ju,  Oug us 1/1l0u. 045  U% 

ia E ie 

du A q | 0u¿ Ou | 
od e + Ur Sino + uscoso) Sy (= m pY 06 — Uy cot o) 


du 7 


db 


l Ou 
2r Asinó 00 








— Ug COCO — —= == Up 
r 100 
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SIMETRÍA DE REVOLUCIÓN (axisimetría 


eorema del momento lineal: 

















DO?  OTrz  0p—0p db 

” a” Pp P e PU 
Or Oz F 
7, Tre au Tr Z 

- + — 4 pd = Pas 

Or dz r 


ensor de deformaciones: 





du, 
Er Er  €rz 
cor € € |= 7 
Czr €20  €z 1/0du, du, 
2 dz P +) 





1 /du, 
2 02 


du. 


02 


m Ju. 
Or 


0 


En los casos de simetría de revolución el incremento relativo del radio se puede obtener como: 


AR 


quo 


SIMETRÍA ESFÉRICA 


ensor de deformaciones: 


Er Erf € ro 


COr EVA = () 


tor  €50 


En los casos de simetría esférica el incremento relativo del radio se puede obtener como: 
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Depósitos de pared delgada sometidos a presión interna 


Depósito cilíndrico (con tapas) de radio R, espesor t y presión interior p (positivo p 








nterior): 
O 0 () 
Or TO Tra DÍ 
rela mm [elo U 
gl Or 09 TOz É 
Tar T2za UÚz () Ñ E Fi 
21 
Incremento relativo del espesor: Incremento relativo del radio: 
e AR 
! Tp. €0 
E 
Incremento relativo del volumen interior: Incremento relativo area lateral: 
AV, AAr 
— = 269 + €z A SE 
V i Á L 
n caso de no existir tapas: 
Or Tra Tra y E 0 
T=| TOr 09 To |=| 0 E 0 
Ter T2g Tz 0 0.0 


Depósito esférico de radio R, espesor t y presión interior p (positivo p interior):: 





DO 0 () 

Or TrO ro pi | 

E UN TOr 00 TO = 073 Ú 

Tór Toa Ca | pk 

qn ll o | () 0 — 

Incremento relativo del radio 2l 
AR 
R => Ef 


Incremento relativo del espesor: 


At 
pS 


Er 


Incremento relativo del volumen interior: 





AV; 
V, 





= dEN 
Incremento relativo area lateral: 


A L 
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RESISTENCIA DE MATERIALES 


1. TRACCIÓN SIMPLE: 


























N L 
1 AL 
Cr U 0 
a=| 0. 0.0 
0.0.0 rn. =P 
A A 
E 0 
E AT 2 
ssl dy $ 0 Ay = PL a A 
y Fs n EA 2% 
0 0 up 
¡Ed E 
2. CORTE PURO: 
try — A 
Ú Puya Ú 
C=| Try U 6 Í=€Y,y 
0 0.0 ll 
y == y 
-  2G : E 
E 2G uy e G ee Ml ¿E 
0 0-0 
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3. TORSIÓN: 


TORSIÓN EN SECCIONES CIRCULARES 


a = Tay  Ú 0 
Tu Y O 


Tension tangencial: 




















— a N ." Momento de inercia polar sección circular 
¡ ¡ al RD? 
Giro por unidad de longitud: ps - 
| 2 32 
_ do Ma Momento de inercia polar sección corona 
de  Glo circular 
Giro: HR RE) m(D*-D!) 
y —— A AOS 
2 32 
OBR=00A —— 0,7 
Ja Glo 
Giro si G e lo son constantes: 
A AB 
OrR=0aA + 4, 
| Es Glo 
TORSIÓN EN SECCIONES RECTANGULARES 
M., 
TA = Tmor = “5 
aa bi 
Mx Lab 





Aó = ÓB — Oax = — 
G O y3 q 


0,208 | 0,231 | 0,239 0,258 | 0,267 0,299 | 0,307 333 
0,141 [0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,307 ¡388 
1,000 | 0,859 | 0,820 0,766 | 0,753 ),743 | 0,742 ,742 
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TORSIÓN EN SECCIONES CERRADAS DE PARED DELGADA: 

La tensión es constante a lo largo del espesor. La máxima tensión tangencial está donde el 
espesor es mínimo. 

My My 


Tmar — 
2A rra É y 





T 


2A m Érmnin 


Ad = Ó BH — Da = 





Mx Da / ds 
AGAS J. 


A 


Si la sección está constituida por n tramos de espesor constante 


de =1 38m, 


Ao = Or — Óa = 
A e A?2, 


TORSIÓN EN PERFILES DELGADOS ABIERTOS NO RAMIFICADOS: 
Se supone espesor constante y la hipótesis s/e>10. La tensión tangencial máxima está en los 
puntos del contorno. 


3 M, 


A. 
Ses 





op a 
mar — 


Ad = 0p — Oa = _—— 
| | Gse? 





TORSIÓN EN PERFILES DELGADOS ABIERTOS RAMIFICADOS: 


La tensión tangencial máxima está en el tramo de mayor espesor. 








51] 
qe Te; 3Mx 
' 1 Tmar — 'n 5. 
e2 2 Sie; 
—— 
22 59 
Ad | | 3Mx Lab 
Y DO = De Di = === 
e: ñ í a AT Ñ 3 
53 





Procuramos revisar este formulario pero no podemos asegurar que no contenga 
errores. Si deseas comunicarnos cualquier error o aclaración acerca del mismo 
puedes dirigirte a su autor en info(Maulaestructuras.es 
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